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e Los sistemas dindmicos representan modelo con evolucién con respecto a un parametro que
llamamos tiempo. Este tiempo puede ser una variable continua o una discreta. En la

asignatura se tratan ambos casos.

e Se busca conocer el comportamiento cualitativo y cuantitativo de todo el sistema. Para ello
se analiza el comportamiento para tiempos crecientes y los atractores hacia los que se
dirigen las soluciones: puntos, soluciones periédicas, atractores extranios (cadticos). El

estudio usa herramientas analiticas pero también simulaciones numéricas.

e Las clases son todas en un aula informatica para poder implementar directamente la teoria

sobre modelos concretos.

e La evaluacion continua consiste en la realizacién de cuatro practicas (una por tema) por

parejas.

e Los alumnos que no aprueban por evaluacién continua se presentan al exdmen (ordinario o

extraordinario), que consiste en una prueba similar a las practicas, pero individual.

A continuacion algunas imagenes de estudios realizados en diferentes temas. La programacion es
en Maple (como apoyo a la parte analitica) y (de manera indiferente) en Matlab, C, python...

(para la parte numérica).
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Orbitas de la aplicacion logistica, u = 4., para distintos datos iniciales
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Orbitas de la aplicaciéon logistica compuesta, para distintos datos iniciales



Ejemplo: El sistema conservativo discreto de Hénon (o aplicacién conservativa de Hénon),

viene dada por las ecuaciones:

& Ojo: hay otra aplicacién de Hénon, no conservativa, que es la famosa.

Tpi1 = cos(a)x, — sen(w) (yn — :Cn2)

Ynt1 = sen(a)z, + cos(a) (yn — :I:nQ)
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Orbitas de la aplicacién de Hénon, para distintos datos iniciales
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Orbitas de la aplicacién de Hénon, para distintos datos iniciales (dcha: detalle)

& Este es el famoso caos en sistemas conservativos
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Diagrama de fases con puntos criticos y campo de velocidades

Sistema:

T=—T— y2a

y=y+a”
Puntos criticos:
(070) y (_17 _1)



Ejemplo: E = R3. Podemos tener:
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Dos ilustraciones: trayectorias sobre la (hiper-)superficie definida por una funcién de Liapunov,

para un punto tipo foco (izquierda) y uno tipo nodo (derecha)
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Ejemplo:
x
r — ]_ _ = — ) ,
r=r ( o Y
Y
4= (x 2

Puntos fijos: (0,0) (silla),
(0,—2) (nodo inestable),
(2,0) (silla) y (6/5,2/5)
(foco asint. estable). Los
puntos criticos del in-
finito cumplen (grado 2):
w(3u + v) = 0 y son,
por tanto (£1,0), (0,41)

Yy (il/\/ﬁa Z|I3/\/E).
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=0=—=2y=0, obien y=—-3x+4.



(detalle ampliado)
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Ejemplo: El sistema dindmico dado por

L5, 1y
x = —x — x
tiene por jacobiano:
_ 1, Ly L -2y —yn —Tn — Yn
Yn+1 = Tn — Ly — F3Yn — TnlYn
2 2
Conserva el area pero cambia la orientacion.
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Otras bifurcaciones

El sistema & = 1+dx — 23

es similar al caso anterior,
con la diferencia de que
existe un valor d* = 321/3
tal que:

para d < d* hay un unico
punto critico,

para d = d* hay dos,

y para d > d* tres.
Podemos verlo como:

d>d,
d=d

d<d
estable
ilnestalble

*
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Con algo mas de detalle:
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Este diagrama de Feigenbaum nos da una idea de cémo de compleja o de sencilla es la érbita

del atractor al que tiende la mayoria de las soluciones para tiempos largos.



No siempre los diagramas revelan caos. Puede haber casos en los que segiin los parametros el

sistema sea o no cadtico. Un ejemplo es la aplicacién de Gauss dada por
Tn1 = exp(—ax,”) + 5.
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Dos ejemplos son:

Atractor de Lorenz, 0=10, p=28, 3=4/3

el sistema de Lorenz,

a0 [

¢ . i

i=o(y—2) o [

. 30 L

| £ =2y — Bz 20

L 10 |

que es una simplificacién 5
de las ecuaciones hidro-
dinamicas de la atmaésfera,




y el de Rossler,

(.
rT=—Y—2z

N\

y=x+ay
| Z2=b+z(z —¢)

que corresponde a una
reaccion quimica. Ambos
presentan un “atractor ex-
trano”. Otro modelo in-
teresante es el de Chua
que corresponde a un cir-

cuito electronico con un

diodo.

Ecs. de Rossler: a=b=0.2, ¢c=5.7




Otro modelo con atractor

extrano corresponde a la Atractor de Duffing: y=0.25, f,=0.3, w=1

ecuacion de Duffing, que 0.8

T —

modela un sistema electro-

o o6 7
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troboscépica con periodo
T =2r/w.



4.3. Ejemplos de caos en sistemas discretos con dimensiones 1 y 2

El caos puede aparecer ya desde dimensién 1.

Hemos visto ya varios ejemplos: la aplicacion logistica, la aplicacion estandar, la aplicacién

conservativa de Hénon.
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El caos se manifiesta igual que para los sistemas de tiempo continuo.



Ejemplo: El sistema cuadratico

Tnt1 = —Tn — 0,4y, + 0,5:cn2 — 1,1z,y, + 0,3yn2
Ynt1 = 0,2+ 0,3z, — 1,1y, — 0,5313712 + 0,72, yn + O,lyn2
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X n
tiene un atractor extrano caético (ademaés con ambos exponentes de Liapunov positivos).




Las soluciones cadticas corresponden a valores de i para los que aparece una “nube” de puntos
en el diagrama de Feigenbaum (en la grafica, superpuesto al exponente de Liapunov):

| | | | | 1
1.4 05
1.2 E 0
05
Lr 1
08 15
X <
-2
06
25
0.4 -3
35
02
4
0 A5

2.8



